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2021 年普通高等学校招生全国统一考试

数学（理科）
本试卷共 4 页，22 题．全卷满分 150 分．考试用时 120 分钟．

注意事项：

1. 答题前，先将自己的姓名、准考证号、考场号、座位号填写在试卷和答题卡上，并将准考证号条

形码粘贴在答题卡上的指定位置．

2. 选择题的作答：每小题选出答案后，用 2B 铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑．写在试卷、

草稿纸和答题卡上的非答题区域均无效．

3. 填空题和解答题的作答：用黑色签字笔直接答在答题卡上对应的答题区域内．写在试卷、草稿纸

和答题卡上的非答题区域均无效．

4. 考试结束后，请将本试卷和答题卡一并上交．

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题
目要求的．

1. 设集合 𝐴 = {𝑥 ∣ −1 < 𝑥 < 4}，𝐵 = {2, 3, 4, 5}，则 𝐴 𝐵 = （ ）

A. {2} B. {2, 3} C. {3, 4} D. {2, 3, 4}

2. 已知 𝑧 = 2 − i，则 𝑧( ̄𝑧 + i) = （ ）

A. 6 − 2i B. 2 − 2i C. 6 + 2i D. 4 + 2i

3. 已知圆锥的底面半径为
√
2，其侧面展开图为一个半圆，则该圆锥的母线长为 （ ）

A. 2 B. 2
√
2 C. 4 D. 4

√
2

4. 下列区间中，函数 𝑓(𝑥) = 7 sin(𝑥 − π
6) 的单调递增区间是 （ ）

A. (0, π2) B. (π2 , π) C. (π, 3π2 ) D. (3π
2 , 2π)

5. 已知 𝐹1，𝐹2 是椭圆 𝐶 ∶ 𝑥
2

9 + 𝑦2
4 = 1 的两个焦点，点 𝑀 在 𝐶 上，则 |𝑀𝐹1| ⋅ |𝑀𝐹2| 的最大值为

（ ）

A. 13 B. 12 C. 9 D. 6

6. 若 tan 𝜃 = −2，则
sin 𝜃(1 + sin 2𝜃)
sin 𝜃 + cos 𝜃 = （ ）

A. −6
5 B. −2

5 C. 2
5 D. 6

5
7. 若过点 (𝑎, 𝑏) 可作曲线 𝑦 = e𝑥 的两条切线，则 （ ）

A. e𝑏 < 𝑎 B. e𝑎 < 𝑏 C. 0 < 𝑎 < e𝑏 D. 0 < 𝑏 < e𝑎

8. 有 6 个相同的球，分别标有数字 1，2，3，4，5，6，从中有放回地随机取两次，每次取 1 个球，甲表

示事件“第一次去出的球的数字是 1”，乙表示事件“第二次取出的球的数字是 2”，丙表示事件“两次取

出的球的数字之和是 8”，丁表示事件“两次取出的球的数字之和是 7”，则 （ ）

A. 甲与丙相互独立 B. 甲与丁相互独立 C. 乙与丙相互独立 D. 丙与丁相互独立

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求的．
全部选对的得 5 分，部分选择的得 2 分，有选错的得 0 分．

9. 有一组样本数据 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛，由这组数据的到新样本数据 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛，其中 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑐（𝑖 =
1, 2,⋯ , 𝑛）为非零常数，则 （ ）

A. 两组样本数据的样本平均数相同 B. 两组样本数据的样本中位数相同

C. 两组样本数据的样本标准差相同 D. 两组样本数据的样本极差相同

10. 已知 𝑂 为坐标原点，点 𝑃1(cos𝛼, sin𝛼)，𝑃2(cos𝛽,− sin𝛼)，𝑃3(cos(𝛼 + 𝛽), sin(𝛼 + 𝛽))，𝐴(1, 0)
（ ）

A. | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1| = | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃2| B. | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑃1| = | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑃2|

C. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃3 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃2 D. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃2 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃3

11. 已知点 𝑃 在圆 (𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 5)2 = 16 上，点 𝐴(4, 0)，𝐵(0, 2)，则 （ ）

A. 点 𝑃 到直线 𝐴𝐵 的距离小于 10 B. 点 𝑃 到直线 𝐴𝐵 的距离大于 2

C. 点 ∠𝑃𝐵𝐴 最小时，|𝑃𝐵| = 3
√
2 D. 点 ∠𝑃𝐵𝐴 最大时，|𝑃𝐵| = 3

√
2

12. 在正三棱柱 𝐴𝐵𝐶-𝐴1𝐵1𝐶1 中，𝐴𝐵 = 𝐴𝐴1 = 1，点 𝑃 满足 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝑃 = 𝜆 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 + 𝜇 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐵1，其中 𝜆 ∈ [0, 1]，
𝜇 ∈ [0, 1]，则 （ ）

A. 当 𝜆 = 1 时，△𝐴𝐵1𝑃 的周长为定值

B. 当 𝜇 = 1 时，三棱锥 𝑃 -𝐴1𝐵𝐶 的体积为定值

C. 当 𝜆 = 1
2 时，有且仅有一个点 𝑃，使得 𝐴1𝑃 ⟂ 𝐵𝑃

D. 当 𝜇 = 1
2 时，有且仅有一个点 𝑃，使得 𝐴1𝐵 ⟂ 平面𝐴𝐵1𝑃

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．
13. 已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥3(𝑎 ⋅ 2𝑥 − 2−𝑥) 是偶函数，则 𝑎 = ．

14. 已知 𝑂 为坐标原点，抛物线 𝐶 ∶ 𝑦2 = 2𝑝𝑥（𝑝 > 0）的焦点为 𝐹，𝑃 为 𝐶 上一点，𝑃𝐹 与 𝑥 轴垂直，

𝑄 为 𝑥 轴上一点，且 𝑃𝑄 ⟂ 𝑂𝑃，若 |𝐹𝑄| = 6，则 𝐶 的准线方程为 ．

15. 函数 𝑓(𝑥) = |2𝑥 − 1| − 2 ln𝑥 的最小值为 ．

16. 某校学生在研究民间剪纸艺术时，发现剪纸时经常会沿纸的某条对称轴把纸对折．规格为 20dm ×
12dm 的长方形纸，对折 1 次共可以得到 10dm× 12 dm，20dm× 6 dm 两种规格的图形，它们的面

积之和 𝑆1 = 240 dm2，对折 2 次共可以得到 5dm× 12dm，10dm× 6dm，20dm× 3 dm 三种规格

的图形，它们的面积之和 𝑆2 = 240 dm2，以此类推．则对折 4 次共可以得到不同规格图形的种数为

；如果对折 𝑛 次，那么
𝑛
∑
𝑘=1

𝑆𝑘 = dm2．
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四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或者演算步骤．

17.（10 分）已知数列 {𝑎𝑛} 满足 𝑎1 = 1，𝑎𝑛+1 =
⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑛 + 1, 𝑛 为奇数，

𝑎𝑛 + 2, 𝑛 为偶数．

（1） 记 𝑏𝑛 = 𝑎2𝑛，写出 𝑏1，𝑏2，并求数列 {𝑏𝑛} 的通项公式；

（2） 求 {𝑎𝑛} 的前 20 项和．

18.（12 分）某学校组织“一带一路”知识竞赛，有 A，B 两类问题．每位参加比赛的同学现在两类问题中

选择一类并从中随机抽取一个问题回答，若回答错误则该同学比赛结束；若回答正确则从另一类问题中再

随机抽取一个问题回答，无论回答正确与否，该同学比赛结束．A 类问题中的每个问题回答正确的 20 分，

否则得 0 分；B 类问题中的每个问题回答正确的 80 分，否则得 0 分．

已知小明能正确回答 A 类问题的概率为 0.8，能正确回答 B 类问题的概率为 0.6，且能正确回答问题

的概率与回答次序无关．

（1） 若小明先回答 A 类问题，记 𝑋 为小明的累计得分，求 𝑋 的分布列；

（2） 为使累计得分的期望最大，小明应选择先回答哪类问题？并说明理由．

19.（12 分）记 △𝐴𝐵𝐶 的内角 𝐴，𝐵，𝐶 的对边分别为 𝑎，𝑏，𝑐．已知 𝑏2 = 𝑎𝑐，点 𝐷 在边 𝐴𝐶 上，

𝐵𝐷 sin∠𝐴𝐵𝐶 = 𝑎 sin𝐶．

（1） 证明：𝐵𝐷 = 𝑏；
（2） 若 𝐴𝐷 = 2𝐷𝐶，求 cos∠𝐴𝐵𝐶．

20.（12 分）

如图，在三棱锥 𝐴-𝐵𝐶𝐷 中，平面𝐴𝐵𝐷 ⟂ 平面𝐵𝐶𝐷，𝐴𝐵 = 𝐴𝐷，𝑂 为 𝐵𝐷 的重点．

（1） 证明：𝑂𝐴 ⟂ 𝐶𝐷；

（2） 若 △𝑂𝐶𝐷 是变长为 1 的等边三角形，点 𝐸 在棱 𝐴𝐷 上，𝐷𝐸 = 2𝐸𝐴，且二面角 𝐸-𝐵𝐶-𝐷 的

大小为 45°，求三棱锥 𝐴-𝐵𝐶𝐷 的体积．

21.（12 分）在平面直角坐标系 𝑥𝑂𝑦 中，已知点 𝐹1(−
√
17, 0)，𝐹2(

√
17, 0)，点 𝑀 满足 |𝑀𝐹1|−|𝑀𝐹2| = 2．

记 𝑀 的轨迹为 𝐶．

（1） 求 𝐶 的方程；

（2） 设点 𝑇 在直线 𝑥 = 1
2 上，过 𝑇 的两条直线分别交 𝐶 于 𝐴，𝐵 亮点和 𝑃，𝑄 亮点，且 |𝑇𝐴|⋅|𝑇𝐵| =

|𝑇𝑃 | ⋅ |𝑇𝑄|，求直线 𝐴𝐵 的斜率与直线 𝑃𝑄 的斜率之和．

22.（12 分）已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥(1 − ln𝑥)．

（1） 讨论 𝑓(𝑥) 的单调性；

（2） 设 𝑎，𝑏 为两个不相等的正数，且 𝑏 ln 𝑎 − 𝑎 ln 𝑏 = 𝑎 − 𝑏，证明：2 < 1
𝑎 + 1

𝑏 < e．
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本试卷共 4 页，22 题．全卷满分 150 分．考试用时 120 分钟．
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1. 答题前，先将自己的姓名、准考证号、考场号、座位号填写在试卷和答题卡上，并将准考证号条

形码粘贴在答题卡上的指定位置．

2. 选择题的作答：每小题选出答案后，用 2B 铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑．写在试卷、

草稿纸和答题卡上的非答题区域均无效．

3. 填空题和解答题的作答：用黑色签字笔直接答在答题卡上对应的答题区域内．写在试卷、草稿纸

和答题卡上的非答题区域均无效．
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一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题
目要求的．

1. 设集合 𝐴 = {𝑥 ∣ −1 < 𝑥 < 4}，𝐵 = {2, 3, 4, 5}，则 𝐴 𝐵 = （ ）

A. {2} B. {2, 3} C. {3, 4} D. {2, 3, 4}

2. 已知 𝑧 = 2 − i，则 𝑧( ̄𝑧 + i) = （ ）

A. 6 − 2i B. 2 − 2i C. 6 + 2i D. 4 + 2i

3. 已知圆锥的底面半径为
√
2，其侧面展开图为一个半圆，则该圆锥的母线长为 （ ）

A. 2 B. 2
√
2 C. 4 D. 4

√
2

4. 下列区间中，函数 𝑓(𝑥) = 7 sin(𝑥 − π
6) 的单调递增区间是 （ ）

A. (0, π2) B. (π2 , π) C. (π, 3π2 ) D. (3π
2 , 2π)

5. 已知 𝐹1，𝐹2 是椭圆 𝐶 ∶ 𝑥
2

9 + 𝑦2
4 = 1 的两个焦点，点 𝑀 在 𝐶 上，则 |𝑀𝐹1| ⋅ |𝑀𝐹2| 的最大值为

（ ）

A. 13 B. 12 C. 9 D. 6

6. 若 tan 𝜃 = −2，则
sin 𝜃(1 + sin 2𝜃)
sin 𝜃 + cos 𝜃 = （ ）

A. −6
5 B. −2

5 C. 2
5 D. 6

5
7. 若过点 (𝑎, 𝑏) 可作曲线 𝑦 = e𝑥 的两条切线，则 （ ）

A. e𝑏 < 𝑎 B. e𝑎 < 𝑏 C. 0 < 𝑎 < e𝑏 D. 0 < 𝑏 < e𝑎

8. 有 6 个相同的球，分别标有数字 1，2，3，4，5，6，从中有放回地随机取两次，每次取 1 个球，甲表

示事件“第一次去出的球的数字是 1”，乙表示事件“第二次取出的球的数字是 2”，丙表示事件“两次取

出的球的数字之和是 8”，丁表示事件“两次取出的球的数字之和是 7”，则 （ ）

A. 甲与丙相互独立 B. 甲与丁相互独立 C. 乙与丙相互独立 D. 丙与丁相互独立

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求的．
全部选对的得 5 分，部分选择的得 2 分，有选错的得 0 分．

9. 有一组样本数据 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛，由这组数据的到新样本数据 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛，其中 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑐（𝑖 =
1, 2,⋯ , 𝑛）为非零常数，则 （ ）

A. 两组样本数据的样本平均数相同 B. 两组样本数据的样本中位数相同

C. 两组样本数据的样本标准差相同 D. 两组样本数据的样本极差相同

10. 已知 𝑂 为坐标原点，点 𝑃1(cos𝛼, sin𝛼)，𝑃2(cos𝛽,− sin𝛼)，𝑃3(cos(𝛼 + 𝛽), sin(𝛼 + 𝛽))，𝐴(1, 0)
（ ）

A. | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1| = | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃2| B. | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑃1| = | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑃2|

C. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃3 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃2 D. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃2 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃3

11. 已知点 𝑃 在圆 (𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 5)2 = 16 上，点 𝐴(4, 0)，𝐵(0, 2)，则 （ ）

A. 点 𝑃 到直线 𝐴𝐵 的距离小于 10 B. 点 𝑃 到直线 𝐴𝐵 的距离大于 2

C. 点 ∠𝑃𝐵𝐴 最小时，|𝑃𝐵| = 3
√
2 D. 点 ∠𝑃𝐵𝐴 最大时，|𝑃𝐵| = 3

√
2

12. 在正三棱柱 𝐴𝐵𝐶-𝐴1𝐵1𝐶1 中，𝐴𝐵 = 𝐴𝐴1 = 1，点 𝑃 满足 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝑃 = 𝜆 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 + 𝜇 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐵1，其中 𝜆 ∈ [0, 1]，
𝜇 ∈ [0, 1]，则 （ ）

A. 当 𝜆 = 1 时，△𝐴𝐵1𝑃 的周长为定值

B. 当 𝜇 = 1 时，三棱锥 𝑃 -𝐴1𝐵𝐶 的体积为定值

C. 当 𝜆 = 1
2 时，有且仅有一个点 𝑃，使得 𝐴1𝑃 ⟂ 𝐵𝑃

D. 当 𝜇 = 1
2 时，有且仅有一个点 𝑃，使得 𝐴1𝐵 ⟂ 平面𝐴𝐵1𝑃

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．
13. 已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥3(𝑎 ⋅ 2𝑥 − 2−𝑥) 是偶函数，则 𝑎 = ．

14. 已知 𝑂 为坐标原点，抛物线 𝐶 ∶ 𝑦2 = 2𝑝𝑥（𝑝 > 0）的焦点为 𝐹，𝑃 为 𝐶 上一点，𝑃𝐹 与 𝑥 轴垂直，

𝑄 为 𝑥 轴上一点，且 𝑃𝑄 ⟂ 𝑂𝑃，若 |𝐹𝑄| = 6，则 𝐶 的准线方程为 ．

15. 函数 𝑓(𝑥) = |2𝑥 − 1| − 2 ln𝑥 的最小值为 ．

16. 某校学生在研究民间剪纸艺术时，发现剪纸时经常会沿纸的某条对称轴把纸对折．规格为 20dm ×
12dm 的长方形纸，对折 1 次共可以得到 10dm× 12 dm，20dm× 6 dm 两种规格的图形，它们的面

积之和 𝑆1 = 240 dm2，对折 2 次共可以得到 5dm× 12dm，10dm× 6dm，20dm× 3 dm 三种规格

的图形，它们的面积之和 𝑆2 = 240 dm2，以此类推．则对折 4 次共可以得到不同规格图形的种数为

；如果对折 𝑛 次，那么
𝑛
∑
𝑘=1

𝑆𝑘 = dm2．
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四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或者演算步骤．

17.（10 分）已知数列 {𝑎𝑛} 满足 𝑎1 = 1，𝑎𝑛+1 =
⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑛 + 1, 𝑛 为奇数，

𝑎𝑛 + 2, 𝑛 为偶数．

（1） 记 𝑏𝑛 = 𝑎2𝑛，写出 𝑏1，𝑏2，并求数列 {𝑏𝑛} 的通项公式；

（2） 求 {𝑎𝑛} 的前 20 项和．

18.（12 分）某学校组织“一带一路”知识竞赛，有 A，B 两类问题．每位参加比赛的同学现在两类问题中

选择一类并从中随机抽取一个问题回答，若回答错误则该同学比赛结束；若回答正确则从另一类问题中再

随机抽取一个问题回答，无论回答正确与否，该同学比赛结束．A 类问题中的每个问题回答正确的 20 分，

否则得 0 分；B 类问题中的每个问题回答正确的 80 分，否则得 0 分．

已知小明能正确回答 A 类问题的概率为 0.8，能正确回答 B 类问题的概率为 0.6，且能正确回答问题

的概率与回答次序无关．

（1） 若小明先回答 A 类问题，记 𝑋 为小明的累计得分，求 𝑋 的分布列；

（2） 为使累计得分的期望最大，小明应选择先回答哪类问题？并说明理由．

19.（12 分）记 △𝐴𝐵𝐶 的内角 𝐴，𝐵，𝐶 的对边分别为 𝑎，𝑏，𝑐．已知 𝑏2 = 𝑎𝑐，点 𝐷 在边 𝐴𝐶 上，

𝐵𝐷 sin∠𝐴𝐵𝐶 = 𝑎 sin𝐶．

（1） 证明：𝐵𝐷 = 𝑏；
（2） 若 𝐴𝐷 = 2𝐷𝐶，求 cos∠𝐴𝐵𝐶．

20.（12 分）如图，在三棱锥 𝐴-𝐵𝐶𝐷 中，平面𝐴𝐵𝐷 ⟂ 平面𝐵𝐶𝐷，𝐴𝐵 = 𝐴𝐷，𝑂 为 𝐵𝐷 的重点．

（1） 证明：𝑂𝐴 ⟂ 𝐶𝐷；

（2） 若 △𝑂𝐶𝐷 是变长为 1 的等边三角形，点 𝐸 在棱 𝐴𝐷 上，𝐷𝐸 = 2𝐸𝐴，且二面角 𝐸-𝐵𝐶-𝐷 的

大小为 45°，求三棱锥 𝐴-𝐵𝐶𝐷 的体积．

21.（12 分）在平面直角坐标系 𝑥𝑂𝑦 中，已知点 𝐹1(−
√
17, 0)，𝐹2(

√
17, 0)，点 𝑀 满足 |𝑀𝐹1|−|𝑀𝐹2| = 2．

记 𝑀 的轨迹为 𝐶．

（1） 求 𝐶 的方程；

（2） 设点 𝑇 在直线 𝑥 = 1
2 上，过 𝑇 的两条直线分别交 𝐶 于 𝐴，𝐵 亮点和 𝑃，𝑄 亮点，且 |𝑇𝐴|⋅|𝑇𝐵| =

|𝑇𝑃 | ⋅ |𝑇𝑄|，求直线 𝐴𝐵 的斜率与直线 𝑃𝑄 的斜率之和．

22.（12 分）已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥(1 − ln𝑥)．
（1） 讨论 𝑓(𝑥) 的单调性；

（2） 设 𝑎，𝑏 为两个不相等的正数，且 𝑏 ln 𝑎 − 𝑎 ln 𝑏 = 𝑎 − 𝑏，证明：2 < 1
𝑎 + 1

𝑏 < e．
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